UBER DAS FINDEN VON INTEGRALEN,

WENN NACH DER INTEGRATION DER

VARIABLEN GROSSE EIN BESTIMMTER
WERT ZUGETEILT WIRD"

Leonhard Euler

LEMMA

§1 Die Summe der rekurrenten Reihe

A+B+C+D+---+P
zu finden, in welcher jeder Term aus den zwei vorhergehenden so gebildet wird, dass
qilt
C=mB+nA, D=mC+nB etc

LOSUNG

Damit sich die Losung weiter erstreckt, wollen wir die einzelnen Terme mit
den Termen der geometrischen Reihe multiplizieren, dass wir diese Reihe
haben

*Originaltitel: “De inventione integralium, si post integrationem variabili quantitati determi-
natus valor tribuatur”, zuerst publiziert in: Miscellanea Berolinensia, Band 7 (1743, verfasst
1742): pp. 129-171, Nachdruck in: Opera Omnia: Serie 1, Volume 17, pp. 35 — 69, Enestrom-
Nummer E6o, {ibersetzt von: Alexander Aycock fiir den “Euler-Kreis Mainz".



1 2 3 4 p
Ax¥+ Bx*+Py Cxtt28 4 Dxd3F 4. 4 pxt(p—1B,

Wir wollen die Summe dieser Reihe = S setzen, dass

S = Ax® + Bx*P 4 Cx*26 ... 4 pyat(p-1)p

ist. Daher wird, nachdem das Gesetz der Progression ins Kalkiil gezogen
worden ist,

mSxP = mAx* P + mBx*+28 + ... + mOx*+(P—1B 1 ypxrtrh
nSx2h = nAxt28 4 .. 4 pNxet (PB4 yOxatrP 4 ppxet(rtl)p

sein; man subtrahiere diese zwei Reihen zusammen von der oberen und wegen

C=mB+nA, D=mC+nB, ---P=mO-+nN

wird man

S(1 — mxP — nx?P)
= Ax* 4 Bx**P — mAx*tP — mPx* PP — nOx**+PP — ypxt(p1)p

haben. Es sei in der vorgelegten Reihe A +B + C+ D + - - - + P der dem letzten
Term P folgende Term = Q; es wird Q = mP + nO sein, nach Einfithren von
welchem

Ax® + Bx*P — mAx*tP — Qx¥ PP — ypxat(pt1)p
- 1 — mxP — nx?p
werden wird. Oder wenn in der Reihe A + B 4 C + - - - 4 P der dem ersten
Term A vorausgehende Term = A genannt wird, wird wegen B = mA 4 nA
die gesuchte Summe

S

_AX® + nAx* P — QxtHPP — ppxat(pH1)p

5 1 — mxP — nx2p

werden. Fiir x = 1 gesetzt wird die Summe der vorgelegten Reihe A + B +
C+---+P



_ A+nA—-Q-—nP
- 1—m—n

sein.
Q.E. L
LEMMA 2

§2 Wihrend A+ B+ C+ D + - - - + P eine rekurrente Reihe ist, in welcher

C=mB+nA, D=mC+nB elc

ist, die Summe dieser Reihe zu finden
aA+ (a+B)B+ (a+28)C+- -+ (a+(p—1)B)P.

LOSUNG
Wir wollen diese sich weiter erstreckende Reihe betrachten

S = Ax® + Bx“tP 4 Cx*t2P ... 4 pyxat(p-1B,

deren Summe wir zuvor gefunden haben

AXY 4 nAx TP — Qu PP — ppxat(ptp

S
1 — mxP — nx2p

zu sein, wahrend A den dem ersten A vorausgehenden Term und Q den dem
letzten P folgenden Term in der Reihe A + B + C + D + - - - 4+ P bezeichnet.
Wenn nun diese Reihe, deren Summe wir = S gesetzt haben, nach x differen-
ziert wird, wird

gi = 0 A" 4 (a4 B)BX P 4 (a4 (p—1)B)Pxt (P 1ET

sein, aber aus dem zuvor gefundenen Wert der Summe S wird



A+ m(B — ) Ax* TP 4 (2B — &) Axn A1
+n(B+ a)A — mnal + nn(f — a) Ax¥+3p-1
(a4 pBQEI (ot (p — DRQEHIIAT f n(act (p - 2)B)Qunt 7251
—n(a+ (p+1)B)P+ mn(a+ pB)P
s (et (p = 1)) P (1051

dx (1 — mxP — nx2p)2

sein. Man setze nun x = 1 und die Summe der vorgelegten Reihe

aA+ (e+B)B+ (a+28)C+- -+ (a+(p—1)B)P

wird diese sein

(1—-m—n)aA+ (m+2n)BA+n(1—m—n)aA+n(l+n)BA
—(1—=m—n)aQ —p(1—m—n)BQ — (m+2n)BQ —n(1 —m — n)?aP
—np(l1—m —n)BP —n(l+n)BP

(1—m—n)?

Oder diese Summe ist

8 A+ nad — (a+ pB)Q — n(a + pp)P
1-m—n
(m+2n)BA+n(1+n)BA — (m+2n)BQ — n(1+ n)BP
+
(1—m—n)?

QEL

KOROLLAR 1

§3 Diese Summe dieser Reihe

A+2B+3C+4D+ -+ pP

wird



_A+nd—(14+p)Q-n(l+p)P  (m+2n)(A—-Q)+n(l+n)(A—P)
1-m—n (1—m—n)?

sein, wihrend A + B + C + D + - - - 4+ P eine rekurrente Reihe ist, deren Indizes
m und n sind.

KOROLLAR 2
§4 In gleicher Weise wird die Summe dieser Reihe
A+3B+5C+7D+---+(2p—1)P

diese sein

_A+nA—-(2p+1)Q—-np+1)P  2(m+2n)(A—Q)+2n(l+n)(A—P)
N 1—m—n * (1—m—n)? '

PROBLEM 1

§5 Die Summe der Sinus von in einer beliebigen arithmetischen Progression fort-
schreitenden Winkel zu finden.
LOSUNG
Die Winkel, deren Summe von Sinus gesucht wird, mogen diese Progression
bilden
1 2 3 4 p
s, s+u, s+2u, s+3u, s+ (p—1)u;

also wird die zu summierende Reihe diese sein

sins + sin(s + u) + sin(s + 2u) + - - - +sin(s + (p — 1)u).

Diese Progression ist in der Tat eine rekurrente Reihe, deren Indizes 2 cos u,
—1 sind, nachdem die Einheit fiir den ganzen Sinus genommen worden ist;
daher wird nach Anwenden von Lemma 1 hier m = 2cosu und n = —1



sein. Weiter wird A = sins, P = sin(s + (p — 1)u), Q = sin(s + pu) und
A = sin(s — u) sein. Daher wird die Summe der vorgelegten Reihe der Sinus

_ sins —sin(s — u) — sin(s + pu) +sin(s + (p — 1)u)
N 2—2cosu
=sins +sin(s +u) +sin(s +2u) + - - - +sin(s + (p — 1)u)

sein.

QEL

KOROLLAR 1

§6 Weil ja sin(s — u) = sins - cosu — coss - sin u ist, wird

sins —sin(s —u)  sins  coss-sinu _ sins coss
2—2cosu 2 2(1 —cosu) 2 2tan fu
wegen
sinu 1

1—cosu tan%u

sein; in gleicher Weise ist

sin(s + (p — 1)u) = sin(s + pu) - cosu — cos(s + pu) - sinu

und daher

—sin(s + pu) +sin(s + (p —u) _ —sin(s+pu) cos(s + pu)

2(1—cosu) 2 2tan 1u

daher wird die Summe der vorgelegten Reihe

_ sins —sin(s + pu) = coss — cos(s + pu)
2 2tan fu

sein.



KOROLLAR 2

a1
. . FU
§7 Weil weiter tan %u = :m 2

2 ist, wird die Summe der vorgelegten Reihe
oS 5 U

_ cos(s — yu) — cos(s + pu — su)
B 25in%u

sein. In dieser Reihe von Bogen ziehe man also vom ersten s die halbe Dif-
ferenz u ab und addiere dieselbe zum letzten Bogen und den Kosinus der
resultierenden Bogen von diesem ziehe man vom Kosinus von jenem ab und
die Differenz durch den doppelten Sinus der halben Differenz geteilt wird
die Summe aller Sinus jener eine arithmetische Progression bildender Bogen
geben.

KOROLLAR 3

§8 Wenn der Halbkreis, dessen Radius = 1 ist, in n gleicher Teile geteilt wird,
wird, nachdem der halbe Umfang = 7 gesetzt worden ist, die Differenz = 7
sein. Wenn also nun von den einzelnen Teilungspunkten aus die Sinus zum
Durchmesser gezogen worden, wird wegens = %, u = Zund s + (p — 1)u =

7T die Summe all dieser Sinus

7T 7T
_ cos g5 —cos (7 + 3%) ot &
- 2sin &~ N 2
sin n

sein.

KOROLLAR 4

§9 Wenn also der Halbkreis ADG (Fig. 1) in beliebig viele gleiche Teile AB,
BC, CD etc. geteilt wird und von den einzelnen Teilungspunkten B, C, D, E
etc. aus zum Durchmesser AG die Lote Bb, Cc, Dd, Ee und Ff gefallt worden
sind, wird die Summe dieser Geraden zusammen genommen dem Kotangens
der Halfte eines Teils gleich werden, oder, nachdem der erste Teil AB in M
geteilt und die Tangens AT dieser Halfte AM gezeichnet worden ist, wird
AT sich zum Radius verhalten wie der Radius zur zur Summe aller Sinus
Bb + Cc + De + Ee + Ff, welches der Satz von VIETA ist.

"Der Scan zeigt die Figur der Opera Omnia Version.



KOROLLAR 5

§10 Wenn in gleicher Weise irgendein Kreisbogen BG (Fig. 2)* in beliebig
viele gleiche Teile BC, CD, DE etc. geteilt wird und von diesen einzelnen
Punkten aus zum nach Belieben gezeichneten Durchmesser AOS die Lote
Bb, Cc, Dd --- Gg geféllt wird, werden diese Lote die Sinus der in einer
arithmetischen Progression fortschreitenden Bogen AB, AC, AD --- AG,
wihrend AB =s, BC = u ist, sein und AG = s+ (p — 1)u sein.

Wenn also auf beiden Seiten zum geteilten Bogen AG die Teile BM = GN =
1BC addiert werden und von da aus die Lote Mm und Nn gefallt werden,

wird
1 1
Om = cos <s—§u) und On = —cos (s—i—(p—E) u)

sein. Aber die Strecke BC wird = 2sin %u sein. Aus diesen wird also die
Summe aller Sinus Bb + Cc + Dd + Ee + Ff + Gg

?Der Scan zeigt die Figur der Opera Version.



_ Om+0On _ mn

-~ BC  BC
sein, nachdem der Radius OA = 1 gesetzt worden ist. Wenn daher tiber der
Basis mn ein gleichschenkliges Dreieck dem Dreieck BOC &dhnlich konstruiert
wird, welches die Strecke BC als Basis und das Zentrum O als Spitze hat,
dann wird ein Schenkel dieses Dreiecks der Summe aller Sinus

Bb+ Cc+ Dd+ Ee+Ff +Gg

gleich sein.

PROBLEM 2

§11 Nachdem der Halbkreis in die gleichen Teile AB, BC, CD etc. (Fig. 3)3 und
nachdem die Sinus Bb, Cc, Dd, Ee etc. gezeichnet worden sind, betrachte man die
rechtwinkligen Parallelogramme bw, cB, dvy, ed, fe, gC, hn, i9, Ki, die Summe all
derer zusammengenommen bestimmt werden soll.

LOSUNG

Nachdem der Radius AO = 1 und der Halbkreisumfang = 7t gesetzt worden
ist, sei er in n gleiche Teile geteilt; jeder einzelne Teil wird AB = BC = CD =
etc. = 7 sein und daher

Bb:sinz, Cc:sinz—n, Dd:sin?)—7r etc.
n n n

3Der Scan zeigt die Figur der Opera Omnia Version.



bis hin zum letzten Teilungspunkt K, fiir welchen der Sinus = sin % = 0 sein
wird. Nun werden die Basen der Parallelogramme sein wie folgt:

T T 27
Ab=1—cos—, bc = cos — — cos —,
n n n

27T 3 3 47T
cd = cos — — cos —, de = cos— — cos —
n n n n

und die letzte Basis

, —1
iK = cos L L — Cos E,
n n

welcher die Hohe = 0 zukommt. Weil weiter allgemein

sin(¢ + ¢) +sin(¢ — ¢)
2
ist, werden sich die Flachen unserer Parallelogramme so verhalten:

sing - cosyp =

LT T 1 . 1 . 1 . 2w
ba = sin — <1—cos—) = —sin — + = sin — — —sin —,
n n 2 n 2 n 2 n
c .21 T 27 1 . +1 . 3 1 . 4
= sin — —— — = —sin — + = sin — — —sin —
B=s . COSn Cos . 2s 2s 2s o
. 3 27 3 1 . 1 . 57 1 . 6mr
dy = sin — | cos — — cos — = —sin— + =sin — — —sin —,
n n n 2 n 2 n 2 n
. N7 (n—1)m nr 1. 7 1. 2n—1)m 1 . 2nm
Ki=sin—(cos—— —cos— | = =sin— + ~sin——%*— — —sin —.
n n n 2 n 2 n 2 n

Also haben wir die drei Reihen, deren Summe wir ausfindig machen mdiissen,

und freilich wird die Summe der ersten, all deren Terme = %sin % sind,

= 5 sin - sein. Die zweite Reihe verdoppelt ist

. . 3m . 571 . 2n—-1)m
sin — +sin — +sin — + -+ 4+ sin ————,
n n n n

welche an die vorhergehende Proposition angepasst

10



s =

W u="" 5+(P—1)”::+2(p_1)": (2n—1)m

gibt. Also wird ihre Summe

T T\ 2nm
n n) cos =

. 7T
2511’1;

_COS( —0

sein. Also ist die dritte Reihe zweimal genommen

. 27 . 4r Y . 2nm
sin — +smn— +sin — + - - - 4+ sin —,
n n n n

welche also s = 27,y = 2% gibt, woher die Summe von selbiger
2n+1
cosZ —cos UL g T cog X
— n n — n n — 0
2sin 7 2sin 7

sein wird. Weil also die Summe der zweiten und dritten Reihe verschwinden,
wird die gesuchte Summe aller Rechtecke

boc+cﬁ+d'y+e(5+--'+1<t:gsin%

sein.

QEL

KOROLLAR

§12 Wenn also dem Durchmesser AK parallel die Strecke mo gezeichnet
wird, welche den Tangens Ax in m zweiteilt, und vom Mittelpunkt O aus die
Senkrechte Oo gezeichnet wird, wird

1

1 LT
Oo = Am = §Bb— Esmg

sein und daher wird wegen des Radius AO = 1 die Flache des Rechtecks
OomA also = %sin % sein; also wird das Rechteck sooft geteilt, wie es Tei-
lungspunkte gibt oder die Zahl n Einheiten enthilt, die Summe alle Rechtecke

ba + cf + dy + etc.
geben.

11



PROBLEM 3

§13 Wenn irgendein Kreisbogen BH (Fig. 4)* in die gleichen Teile BC, CD, DE
etc. geteilt wird und von den einzelnen Teilungspunkten aus zum nach Belieben
gezeichneten Durchmesser die Lote Bb, Cc, Dd etc. gefillt werden und auflerdem
aus diesen die Parallelogramme cf, dvy, ed, fe, gC, hn gebildet werden, die Fliche all
dieser Parallelogramme zusammengenommen zu finden.

LOSUNG

Der geteilte Bogen BH sei = ¢, die Anzahl der Teilung sei = 1, sodass jeder
Teil BC = CD = DE etc. = 1 sein wird. Auferdem sei der Bogen AB = 4; es
wird
. . q . 2q
Bb = sina, Cc=sm<a+—), Dd=sin|a+ — etc.
n n
sein, der letzte hingegen

. ﬂ .
Hh—s1n<a+ n)-sm(a+q).

Aus diesen werden sich die vorgelegten Rechtecke so verhalten:

4Der Scan zeigt die Figur der Opera Omnia Version.
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cp = sin (a—i—%) (COSLI—COS (a+%))

1 1 1 2
= Esin%—i—isin(Za—l—%) —Esin <2a+nq>,

. 2q q 2q
dy = sin (a + n) <COS (a+ ;) — Cos <a + n>

zlsinﬂ~|—lsin 2a+3—q —lsin 2a+4q
2 n 2 n

|
|
i) (o) (o)
|

1
:fsinﬂ—i—lsin 2a—|—5—q —lsin 2a—|—@
2 n 2 n 2 n

hy = sin(a +q) (COS (a + (n—nl)q> —cos(a + ‘1)>

1 1 2n—1 1
=5 sin% + 5 sin <2a + (ﬂn)v]> ~5 sin(2a + 29).
Es miissen also wiederum drei Reihen summiert werden, von welchen die
Summe der ersten klar ist = sin% zu sein. Die Summe der zweiten zu dieser
zu addierenden ist nach Proposition 1

_ cos2a —cos(2a +2q)

7

4 sin %
die dritte zu subtrahierende Reihe ist
_cos (2a+ 1) —cos (2a+29+ 1)

= 7 .

n

4 sin

Die Summe aller vorgelegten Rechtecke wird also

13



n . q n €0S 2a — cos (2a+%) — cos(2a +2q) + cos (2a—|—2q—|—%)
= — SIn —
27 n 4sin 1

n
n . g sins (sin(2a+5L) —sin (20 427+ 5-))

= ~sin— +
27 n 2sin 1

n . g sing(sin(2a+¢q)—sin(2a+q+ 1))

= ~sin— +
27 n 2sin 1

n

sein, welche Reduktionen auf das Fundament gestiitzt sind, nach welchem
die Differenz der Kosinus zweier Winkel gleich dem doppelten Produkt aus
dem Sinus der Halbsumme mit dem Sinus der halben Differenz derselben
Winkel ist. Q.E.IL

KOROLLAR 1

§14 Wenn der Durchmesser AS von jeder der beiden Enden des geteilten
Bogens BH gleich weit entfernt ist, dass AB = SH = a ist, wird 22 + g = dem
halben Umfang, 7, sein und daher

. B . A |
sin(2e4+¢4) =0 und sin (211 +q+ n) sin__
sein. In diesem Fall wird also die Summe aller Rechtecke

—Esinﬂ—l—lsin
R R

sein.

KOROLLAR 2

§15 Weil ja sinl = 2sin 5. - cos 5L ist, wird aus dem zweiten Ausdruck die
Summe aller Rechtecke
g sin(2a+5L) —sin(2a+2q+ 4L)

n .
= ~sin— +
9
2 n 4cos 5,

sein.

14



KOROLLAR 3
§16 Wenn das andere Komplement des geteilten Bogens SH = b gesetzt
wird, wird
a+b+g=m und a=mw—-b—9g

sein, welcher Wert im letzten Sinus eingesetzt die gesuchte Summe der Recht-
ecke

_ Pgind 4 S0 (2a+ ) +sin (26 — ;1)
2 o 4cos 5L

geben wird.

KOROLLAR 4

§17 Dieser Ausdruck der gesuchten Summe kann auf diese Form reduziert
werden

n . qg 1. 1. 1 q
5 sin— +4s1n2u+4s1n2b—|—4tan o (cos2a — cos2b).

Und diese wird schlief$lich in diese tiberfiihrt

Peind 1 Ly Ccos(a—b) — Lsi sin(a —b) - tan -
5 sin- + 2 sin(a+b) - cos(a — b) > sin(a+b) -sin(a — b) - tan or

sin(a+b)-cos (a—b+ L
_ngnd, sin(@tb)-cos( )
2 n 2cos%

sing-cos(a—b+ AL
:Esinﬂ+ 1 ( 7 +2”).
2 n 2¢os 5,

PROBLEM 4
§18 Die Summe dieser Reihe von Kosinus zu finden

coss +cos(s+u) +---+cos(s+ (p — 1u),

deren Winkel s, s +u, s +2u, --- s+ (p — 1)u eine arithmetische Progression
festlegen.

15



LOSUNG

Die Summe dieser Reihe von Kosinus kann genauso wie die der Sinus mithilfe
von Lemma 1 gefunden werden, weil die Kosinus der in einer arithmetischen
Progression fortschreitenden Winkel eine rekurrente Reihe bilden, deren
Indizes 2 cosu, —1 sind; es wird also

A=coss, A=cos(s—u), P=cos(s+(p—1u), Q=cos(s+pu)
und
m=2cosu, n=-—1
sein, aus welchen die Summe der vorgelegten Reihe

_coss — cos(s — u) —cos(s + pu) + cos(s + (p — 1)u)
N 2 —2cosu

sein wird. Weil aber

cos(s —u) = coss-cosu +sins - sinu

und

cos(s + pu — u) = cos(s + pu) - cos u + sin(s + pu) - sinu

ist, wird die Summe

. 1 .
= - oSS — Smi — —cos(s + pu) + M
2 2tanyu 2 2tan yu
—sin(s — 2u) +sin(s + (p — 3)u)
2sin %u
sein. Q.E.L.
SCHOLION

§19 Dieselbe Summe der Kosinus kann aus der gefundenen Summe der
Sinus leicht gefunden werden. Weil namlich [§ 7]

sins +sin(s 4+ u) +sin(s +2u) + - - - +sin(s + (p — 1)u)

16



_cos(s — yu) —cos(s + (p — 5 )u)

= —
2sin U

ist, differenziere man diese Gleichung nach s, wihrend u konstant ist, und
nach Teilen durch ds auf beiden Seiten wird

cos s + cos(s + u) + cos(s +2u) + - - - +cos(s + (p — 1)u)

—sin(s — tu) +sin(s + (p — 3)u)

-1
2 sin Fu

werden.

KOROLLAR 1

§20 Nachdem also die Reihe der Kosinus vorgelegt worden ist, deren Win-
kel in einer arithmetischen Progression fortschreiten, ziehe man vom ersten
Winkel die halbe Differenz der Progression ab und dieselbe halbe Differenz
addiere man zum letzten Winkel. Dann subtrahiere man den Sinus jenes
Winkels von Sinus von diesem und die Differenz durch den doppelten Sinus
der halben Differenzen geteilt wird die Summe aller Kosinus geben.

KOROLLAR 2

§21 Wenn der erste Winkel s verschwindet und der letzte s + (p — 1)u ein
rechter wird, wird

—sin s—lu = inlu nd sin|(s+ —1 u —coslu
s plt) Mgt und s Pma)t) =%,

sein, woher die Summe der Kosinus dieser Reihe

—1+1C0t7u
2 272

sein wird.

PROBLEM 5

§22 Die Summe dieser Reihe von Sinus zu finden

17



asins + (« + ) sin(s + u) + (a + 2B) sin(s + 2u)
+(a+3B)sin(s +3u) +---+ (¢« + (p —1)B) sin(s + (p — 1)u),

deren Koeffizienten eine arithmetische Progression bilden, die Winkel aber gleicherma-
fSen in einer arithmetischen Progression fortschreiten.

LOSUNG

Weil aber die Sinus der eine arithmetische Progression bildenden Winkel eine
rekurrente Reihe liefern, erstreckt sich dieser Fall auf Lemma 2 und es wird
m = 2cosu und n = —1 sein. Weiter wird

A =sins, A=sin(s—u), P=sin(s+(p—1)u) und Q = sin(s+ pu)

sein. Aus diesen Wird die Summe der vorgelegten Reihe

a(sins —sin(s —u))  (a+ pB)(sin(s + pu) —sin(s + (p — Du))
2 —2cosu 2 —2cosu

2B(cosu — 1)(sins — sin(s + pu))

4(1 — cosu)?
x . xcoss a+pp .
= ~sins + - sin(s + pu
2 2tan ju 2 (s pu)
_ (w+pp)cos(s +pu) Psins — Bsin(s + pu)
2tan tu 2(1 — cosu)

gefunden werden. Diese Summe wird aus diese Form reduziert

_ wcos(s —35) — (a+ pp)cos(s + (p — 5)u)  Psins — Bsin(s + pu)
B 2sin 1u 2(1 —cosu) '

QE.L

18



KOROLLAR 1

§23 Weil ja 1 —cosu = 2 (sin %u)2 ist, wird die Summe der vorgelegten
Sinus auch

wcos(s — 3s) — (a+ pB) cos(s + (p — 3)u) _ Psins — Bsin(s + pu)

2sin Ju 4(sin 3u)?

sein.

KOROLLAR 2

§24 Wenn also « =1 und B = 1 ist, wird die Summe dieser Reihe

sins + 2sin(s +u) +3sin(s +2u) + - - - + psin(s + (p — 1)u)

auch
_ cos(s— ju) — (p+1)cos(s+ (p — 5)u) _ sins —sin(s + pu)
2sin tu 4(sin u)?
sein.
SCHOLION

§25 Diese selbe Reihe kann ohne Hilfe des Lemmas aus der zuvor gefun-
denen Summe der einfachen Kosinus mithilfe von Differentiation gefunden
werden. Weil namlich [§ 18]

cos s + cos(s + u) + cos(s +2u) + - - - +cos(s + (p — 1)u)

—sin(s — 1u) +sin(s + (p — 3)u)
ZSiI’I%M

ist, setze man s = a 4+ ax und u = Bx; es wird

cos(a+ ax) +cos(a+ (v + p)x) +cos(a+ (a +2B)x) + - - -

—sin(a + (a — %,B)x) +sin(a + (a + pB — % )x)

+cos(a+ (a+(p—1)B)x) = 2sin 1 Bx
2
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Nun differenziere man diese Gleichung nach x und nach Teilung durch —dx
wird man

asins + (o + p)sin(s+u) +---+ (a+ (p—1)B) sin(s + (p — 1)u)

_ (a—3B)cos(s — qu) = (a+ (p— 3)B-cos(s + (p — 3)u)
N ZSin%u

IBcosiu-sin(s — tu) — $Bcostu-sin(s+ (p — 3)u)

2(sin Ju)?

haben, welcher Ausdruck leicht auf die zuerst gefundene zuriickgefiihrt wird.

KOROLLAR 3

§26 Aus der gefundenen Summe der vorgelegten Reihe der Sinus wird per
Ableitung nach s fiir konstantes u die gleiche Summe der Reihe der Kosinus
entspringen

acoss + (a+ pB)cos(s +u) + (a +2p) cos(s + 2u) + - - -

+(@+ (p—1)B)cos(s+ (p—1)u)

—asin(s — Ju) N (a+ pB)sin(s+ (p — 3)u) _ Bcoss — Bcos(s + pu)

inl inl in 14)2
2sinju 2sinju 4(sin yu)

LEMMA 3

8§27 Das Integral dieser Differntialformel %, in welcher m eine Zahl kleiner als
2n ist, ist
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1 mrt T 1 . mm x sin 7
F— cos — log (1 + 2xcos — + xx) F - sin — arctan

2n 2n 2n 2n 1+ xcos 7,
i cos Smn log [ 1+ 2xcos S—H + xx 1 sin Smn arctan %
:FZn om 08 2n + n 2n 1—0—xcos%
i cos Sm7 log | 1+ 2xcos S—N + xx l sin Sm7 arctan %
:FZn 2n & 2n + n 2n 1+xcos‘3—’nT
- (2n-1)m
1 2n—1 2n—1 1 2n—1 X sin ~~————
:F—Coswlog 1+2xcosu +xx )] F —sin (2n ymr arctan 2n ,
2n 2n 2n n 2n 1+ xcos (2"2—1)7T
n
wo die oberen Vorzeichen gelten, wenn m eine gerade Zahl war, die unteren aber,
wenn m eine ungerade Zahl ist. Und das Integral ist so genommen, dass es fiir x = 0
verschwindet.
KOROLLAR 1
§28 Das Integral dieser Differentialformel W wird
1 1 xsin &
iﬂ cos % log (1 + 2x cos % + xx) F - sin % arctan TFxcos & xcozsn%
i cos 3m77r log ( 14 2x cos 3—” + xx l sin Smn arctan %
$2n 2n & 2n + n 2n 1+xcos%
- (2n-1)rm
1 2n—1 2n—1 1 2n—1 X
i—coswlog 1 —i—2xc:osu +xx | F —sin( " ym arctan S ,
2n 2n 2n n 2n 1+ xcos (2'12—1)71
n

wo wiederum die oberen Vorzeichen gelten, wenn m eine gerade Zahl ist, die
unteren hingegen, wenn m eine ungerade Zahl ist.

KOROLLAR 2

§29 Wenn also diese Differentialformeln addiert werden, werden sich die
logarithmischen Grofien in deren Integralen aufheben, die Kreisbogen werden
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aber verdoppelt werden und es wird daher sein

-1 2n—m—1 i T
x4+ x 2 . mrm X sin 7~
| 5 dx = F+=sin —— arctan ———2_
14 x*" n 2n 1+ xcos s,
2 . 3mm X sin %
F+—sin arctan P v
n 2n 1+ xcos 35,
n
2 . 5mr xsin 3%
F+—sin arctan ——=——
n 2n 1+ xcos 37
n
. (2n-1
2 . (2n—1)mr . xsin ¢ L Jn
:H—E sin arctan =’

1+ xcos o

wo die oberen Zeichen gelten, wenn m eine gerade Zahl war, die unteren aber,
wenn m ungerade ist; und es bezeichnet 7 stets den Bogen von 180° im Kreis,
dessen Radius = 1 ist.

PROBLEM 6

§30 Das Integral der Differentialformel xf:;gf‘ in dem Fall zu finden, in dem nach
der Integration x = oo gesetzt wird.
LOSUNG

Wenn in den logarithmischen Teilen des zuvor [§ 27] dargebotenen Integrals
x = oo gesetzt wird, werden sie in

log > (cos 22 + cos St + cos o + -+ +4cos (2n = Lmr
108 n 2n 2n 2n 2n
iibergehen; weil die Differenz dieser Bogen konstant = % ist, wird die

Summe dieser Kosinus

—sin 07t + sin 2”2”,;”

= :0

i IMTT
2 sin o
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sein; obgleich also x unendlich ist, ist dennoch sein Logarithmus log x von
kleinster Ordnung an Unendlichkeiten und daher wird 0log x = 0. In diesem
Fall x = oo heben sich im Integral alle von den Logarithmen abhidngenden
gegenseitig auf und es werden nur die anderen von der Quadratur des Kreises
abhdngenden Glieder zurtickbleiben. Weil aber wegen des unendlichen x

X sin IE—Z in IE—Z k7t
arctan P e arctan o o
1+ xcos st cos g 2n

ist, wird das gesuchte Integral im Fall x = oo

. mm . 3mrm . Smrm
sin — + 3sin —— 4 5sin 4.
—F T 2n 2n 2n
2nn
. (2n—1)ymmn
2n—1 ~
+(2n — 1) sin >

sein. Diese Reihe von Sinus wird durch Problem 5 zu einer Summe gesammelt
werden konnen. Es wird aber

mrt 2mrt 1 mrt

x=1, B=2, p=mn, weiter s=o U= S =7

sein, aus welchen die Summe dieser Reihe von Sinus berechnet wird

. . (2n+1)mm
_1-(2n+1)cosmm  2sin’3F —Zsm%
o in M . 2
2sin 3, 4 (sin 3%)
_sin(mm+%%)  (2n+1)cosmm _ —ncosmm
- . 2 i M7 - o M
2 (sm%) 2sin 5 sin 7

zu sein. Wenn also nun m eine gerade Zahl war, wird cos mm = +1 sein, wenn
aber m eine ungerade Zahl ist, wird cos mm = —1 sein. Mit doppeldeutigen
Vorzeichen wird die obere Summe der Sinus so ausgedriickt werden, dass =

:Fﬁ ist, welche mit F 5. multipliziert, egal ob m eine gerade oder ungerade

Zahl ist, dieselbe Grofle des gesuchten Integrals = 5—~ o geben wird, und

2nsin 3¢
xmfldx
14x27

auf diesen Ausdruck wird das Integral dieser Formel zuriickgefiihrt,

wenn nach der Integration x = co gesetzt wird.

QE.L
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KOROLLAR 1

§31 Es wird also

P ldx  on
1+x1  gsin?®
+ qsin =

sein, wenn nach der Integration x = co gesetzt werden muss, wenn freilich g
eine gerade Zahl und der Exponent p kleiner als der Exponent g war.

SCHOLION

§32 Damit aber klar wird, welchen Wert die Formel f xf;‘ix haben wird,

wenn ¢ eine ungerade Zahl war und nach der Integration nach der Integration
x = oo gesetzt wird, wollen wir x = yy setzen und unsere Formel wird in

2p—1
diese tibergehen 2 [ m/

; weil dieser Fall in dem vorgelegten enthalten ist,

7T

wird sein Wert fiir y = oo, wonach zugleich x unendlich wird, = 2 - 2qsin T
q

sein; also wird auch

Py on

7 gsin X
1+x qsin 7

sein, wenn nach der Integration x = oo gesetzt wird, wenn g eine ungerade
Zahl war. Also wird allgemein, welche Zahlen auch immer p und g waren,
solange p — 1 kleiner ist als g, immer

P ldx om
14+x9 gsinPZ
+ qsin =

sein. Es muss aber p — 1 < g sein, weil ansonsten das in Lemma 3 gegebene
Integral nicht vollstandig wére, sondern dariiber hinaus eines oder mehrere
algebraische Glieder enthielte; deswegen wire das Integral im Fall x = oo
immer unendlich werden.

KOROLLAR 2

§33 Wenn wir x = Y setzen, wird x = 0 sein, wenn y = 0 ist, und
(1-yn)7
x = oo, wenn y = 1 gesetzt wird; aber dann wird
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dy
dx:ﬁ, 1—|—x’7:1_yq und x? = ———7
(1—y1)7

werden, woher

xPldx oy ldy

Lt (1)

sein wird. Deshalb wird durch Integrieren

/ yldy  om
(L—yns  qsingm

werden, wenn nach der Integration y = 1 gesetzt wird.

PROBLEM 7

§34 Das Integral der Differentialformel ’;i ‘j;‘k im Fall zu finden, in dem nach der

Integration x = oo gesetzt wird.

LOSUNG

Vermoge der Reduktion von Integralformeln wird

/‘ xPldx xP q p / xP~tdx
(1+x7)%  (k—1)g(1 + x9)k-1 (1 + x7)k-1

sein; wenn also nach der Integration, wie wir annehmen, x = co gesetzt wird,
verschwindet wegen p < q(k — 1) das algebraische Glied und es wird

/ xPldx q p / xP~tdx
(1+x7)k (1+ x7)k-1
sein. Wenn wir deshalb anstelle von k nachelnander die Zahlen 2, 3, 4, 5

. . .. .. 71
etc. setzen, werden all diese Integralformeln auf diese zuriickgefiihrt [ %4
& & T+ad
werden, deren Wert wir gesehen haben im Fall x = co = qsi% zu sein, woher
q

die folgenden Integrationen entstehen werden:
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xPldx  g-p 7

(1+x1)2 g 'qsin%'

f(1+xq)3 N q-2q qsi

¥ ldx . (g-p)2q-p) w
n g
q

I xPldx  (q—p)2q—p)(Bq—p) T
(14 x7)4 q-2q-3q gsin

etc.
Und daher wird allgemein gefolgert, dass

(14 x9)k q-29-3q---(k—1)g qsin%

/ X ldx (q-p)29-p)Bg—p)---((k=1)g—p) =

sein wird.

QEL

KOROLLAR 1

§35 Sooft also k eine positive ganze Zahl war, kann das Integral der For-

mel f (’f:;‘,f;‘k im Fall, in dem x = oo ist, iiber die Peripherie des Kreises

ausgedriickt werden.

KOROLLAR 2

§36 Aus meiner Dissertation De progressionibus transcendentibus in Tom. Com-
ment. V. folgert man, dass

6]'2‘7'30]"'(k—1)q B B o ) .
(W_P)(zq—;?)(&]—p)---((k_1)q_p)—(kq P)/y‘”’ dy(1—y7)

ist, wenn nach der Integration y = 1 gesetzt wird. Daher berechnet man also,
dass

xP~tdx T
=T [Py (1 — )t =
/ (14 x7)k /]/ y(-y) qg(kq — p) sin%
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sein wird.

KOROLLAR 3
§37 Wenn wir x = —’— setzen, sodass fiir y = 1 gesetzt x = oo wird, wird
(1—y1)a
xP~ldx (k=1)g—p
R P=1dy(1 — 1) 4
/(1+x‘1)k /y ya=y")

werden; fiir y = 1 gesetzt wird

(k=1)q—p

i /yq""‘ldy(l—yq)"‘l-/y”‘ldy(l—y”’) 1

g(kq —p)sinZ*

werden. Aber es ist

(k—1)g—p k kq—p
P=14u(1 — 1) 4 :7‘7/ Plgy(1—y7) 7,
/y y(1—y7) g—p )V W=y
woher
/yq""ldy(l —ynt /y”‘ldy(l R L
kqq sin ==
q
sein wird.

PROBLEM 8

§38 Das Integral dieser Differentialformel
xm—1 _|_x2n7m71

14 x2n
im Fall, in welchem nach der Integration x = 1 gesetzt wird, zu finden.

dx

LOSUNG

Wir haben das Integral dieser Differentialformel im Allgemeinen in § 29
dargeboten. Nachdem aber x = 1 gesetzt worden ist, geht jede von der
Quadratur des Kreises abhéngende Form, arctan -2 5

wird das Integral der vorgelegten Formel im Fall x =1

in % tiber. Daher
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. mrm . 3mrm . bmm
T 51n——|—3s1n—+551n2—+~-

e 2n 2n oy 1 n
2nn +(2n— 1) sin FLZ DM
2n
sein, welches jene Reihe von Sinus ist, welche wir in der Losung von Problem
6 auf eine bestimmte Summe zurtickgefiihrt haben, wo in gleicher Weise die
oberen Vorzeichen gelten werden, wenn m eine gerade Zahl war, die unteren,
wenn m eine ungerade Zahl ist. In jedem der beiden Fille, ob m eine gerade
oder eine ungerade Zahl ist, wird das gesuchte Integral dasselbe sein wie in
Problem 6; wenn natiirlich nach der Integration x = 1 gesetzt worden ist, wird

xmfl _‘_xanmfl T
/ 11 %~ Zpsn iz
+Xx nsin -
sein.
Q.E.L
KOROLLAR 1
§39 Es wird also
xP~1 4 x1-pP-1 T
/ T+xi " 2nsin X

sein, wenn nach der Integration x = 1 gesetzt wird und wenn der Exponent
p — 1 natiirlich kleiner als der Exponent g war, wie wir oben angemerkt haben.

SCHOLION

§40 Mit derselben Methode, die wir oben (§ 32) verwendet haben, kann
gezeigt werden, dass derselbe Wert des Integrals Geltung hat, obgleich g eine
ungerade Zahl ist; es sei ndmlich in der Formel f %dx der Exponent
g eine ungerade Zahl und wir wollen x = yy setzen; die vorherige Formel
2p—1 +y2q—2p—1

14y

wird in diese iibergehen 2 [ 7 dy, deren Integral im Fall y = 1

nattrlich

7T

" 2gsin PX
2g sin 7
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sein wird; also wird, ob g eine gerade oder eine ungerade Zahl ist,

xP~1 4 xa-p-1 T
/ 1+ x7 dx = - PR
q Sin 7
sein.
KOROLLAR 2

§41 Also werden die Integrale dieser zwei Differentialformeln

dx,

xPldx xP~1 4 x7-p—1

T+x 0 / 1+ 7
wenn in der ersten nach der Integration x = oo, in der zweiten aber x = 1
gesetzt wird, einander gleich sein; in jedem der beiden Fille ist ndmlich das
Integral

7T

~ gsin X

q
sein.

KOROLLAR 3

§43 Wenn im Integral

xP~1 4 xﬂ/*f’*ld
/ 14+ x4 :

nach der Integration x = co gesetzt wird, wird sein Wert

T 7T 27

T an P R N 2
qsin £ qsmw qsin £

sein; dieses Integral ist also doppelt so grofs, wenn x = oo gesetzt wird, wie
dasselbe, wenn x = 1 gesetzt wird.

LEMMA 4

mfld

§43 Das Integral dieser Differentialformel
als 2n ist, ist

T, in welcher m — 1 eine Zahl kleiner
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jElog(l +x) —log(1 —x)
2n

1 mrm T 1 . mn xsin &
+-—cos —log (1 +2xcos — + xx) + —sin — arctan ——*—

2n n n n n 1+ xcos i
2
_ T
1—|—xcosz77I
3n
n
31
n

1 2m X sin
+— cos arctan
2n n

2 1.2
7Tlog (1+2xcos:—|—xx) + Esin mr

X sin

1 3m
+— cos arctan

2n n

3 1 3
nlog (1+2xcosn+xx) + —sin mr
n n 1+ xcos

n—1)mm xsinw
arctan ———

1—|—xcosw,

1 -1 -1 1
i—coswlog (1 +2xcos(n)n+xx) + fsin(
2n n n n

wo die oberen Vorzeichen gelten, wenn m eine ungerade Zahl ist, die unteren hingegen,
wenn m eine gerade Zahl war.

KOROLLAR 1

2n—m—1dx

§44 Daher wird das Integral dieser Differentialformel * das folgende

1— xZn
sein

j:% log(1+ x) Flog(1l —x)

1 mr s 1 . mn xsinZ
£ cos W log (1 + 2x cos p + xx) ¥ sin W arctan .

2n 1+xcos T

2

n

1 +xcosz7"

3

n
3

1+xcos7

1 2mrm X sin

2 1.2
+—cos —log (1 +2xcos & +xx) F —sin i
2n n n n

arctan

1 3mrm X sin
+— cos

2n

arctan

3r 1 . 3mnm
log 1+2xcos7—|—xx F sin

(n—1)ymr xsin =L
arctan

7

1 -1 -1 1
HF—coleog (1 —|—2xcosu —|—xx) + —sin
2n n n n

(n—1=m

1+ xcos -

wo wiederum die oberen Vorzeichen Geltung haben, wenn m eine ungerade
Zahl ist, die unteren hingegen, wenn m eine gerade Zahl ist.
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KOROLLAR 2

§45 Wenn also diese letzte Formel von der ersten abgezogen wird, werden

sich die logarithmischen Terme gegenseitig auftheben und das Integral dieser
Formel %dx wird sein:

2 . mm xsin%
= +—sin — arctan ——
n 1+ xcos
2 . 2mrm xsin 2%
+—sin arctan T
n 1+ xcos =
2 . 3mm xsin 2%
+—sin arctan 3
n 1+ xcos -
. n—1)m
2 . (n—=1)mm xsm%
+— sin ———— arctan S
n 1+ xcos

n

wo sich der Wert der zweideutigen Vorzeichen verhilt wie zuvor.

PROBLEM 9

2n—m—1

§46 Das Integral dieser Differentialformel %dx in dem Fall zu finden, in
welchem nach ausgefiihrter Integration x = 1 gesetzt wird.

LOSUNG
. inl
Weil im Fall x = 1 ja arctan 11;1210(:5 ;= arctan % ist, wird das gesuchte

Integral

2 -1
— (Smm+25mW+3sm?m+...+<n_1)sin<n>m)
nn n n n n

sein, wo das obere + des mehrdeutigen Vorzeichens gilt, wenn m eine un-
gerade Zahl ist, das untere hingegen, wenn m gerade ist. Die Summe dieser
Reihe von Sinus wird also mit Problem 5 gefunden werden und nach einer
Anwendung wird
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«=1 pf=1 p=n-1 s=-—, u=— und
sein; daher wird die gesuchte Summe

cos 5% —ncos (mm — %%)  sin™F —sinm7

2n 2n
iy MTT ) 2
2sin 5, 4 (sm %)
sein. Weil aber
. mrm . mrm mrt )
sin— =2sin— -cos—, sinmm =0
n 2n 2n

und

mrc mrc
cos | mm — — ) = cosm7r - coS —
2n 2n

ist, wird die Summe der gefundenen Reihe von Sinus

_ . m7 mr
nCOS M7t - COS 75 . i?’lCOS o

: mrit : mrit
2 sin T 2sin S

sein, wo wie zuvor das obere Vorzeichen Geltung hat, wenn m eine ungerade
Zahl ist, das untere hingegen, wenn m eine gerade Zahl ist. Auf diese Weiese
wird die Mehrdeutigkeit der Vorzeichen beseitigt und das Integral der vorge-
legten Differentialformel wird im Fall x = 1, ob m eine ungerade oder eine
gerade Zahl ist, durchgehend

mrit
_ 7T COS o
: mrit
2n sin ST
sein.
Q.EL
KOROLLAR 1

§47 Wenn also nach der so durchgefiihrten Integration, dass das Integral fiir
x = 0 gesetzt verschwindet, x = 1 gesetzt wird, wird

/ AP—1 xq—p—ld 7T COS pq—n
X =
1—x7 gsin £

q
sein, wenn freilich g eine gerade Zahl war.
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KOROLLAR 2

§48 Dieselbe Integration wird also zumindest im Fall x = 1 auch Geltung
haben, wenn g eine ungerade Zahl war, weil fiir x = yy gesetzt der Exponent
von y im Nenner gerade gemacht wird. Also wird allgemein, wenn nach der
Integration x = 1 gesetzt wird,

xp—l . xq—p—l 7T COS %
/ 1 — x4 dx = —— s
[/] Sin T
sein.
KOROLLAR 3

§49 Weil in gleicher Weise nach der Integration x = 1 [§ 39]

X =
1+ x4 in P
+ qsin =

/ xP~1 4 x’fﬂ"ld T

ist, wird, wenn jene durch diese geteilt wird,

p=1 _ yq—p-1 p—-1 q—p—1
/de:cosﬂ./ﬁdx
1— x4 q 1+ x4

sein, wenn freilich nach jeder der beiden Integration x = 1 gesetzt wird.

LEMMA 5

§50 Das Integral dieser Differentialformel

x"Ldx
1 — 2hx" 4 x2/
wenn n als eine gerade Zahl festgelegt und n — m = i gesetzt wird und ebenso der
Winkel w genommen wird, dessen Kosinus = h ist, wird der folgende Ausdruck sein
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i d i B
sin Lw cos tw xsin ¢
" log (14 2xcos ¥ + xx) + —— arctan 1

2nsinw nsinw 1+xcos %
sini (27 + w cos L (271 4+ w x sin 2t@
# log (1 + 2x cos 2tw 4 xx) + M arctan —— 22—
2nsinw n nsinw 1+ xcos 2L
sin L (47 + w cos L(4m 4+ w x sin 47t@
M log <1 +2x cos 4THw 4 xx) + ”(7) arctan ——————
2n sin w nsin w 1+xcos%
sinf(2(n—Dr+w _ cost2n—Dr+w xsin 2= Dmt@
+ n (2 - ) )log<1+2xc05M+xx> + n (2 - ) )arctan n ,
2nsinw n nsinw 1+ xcos 2(n-1)mt+w

wo die oberen Vorzeichen gelten, wenn i eine ungerade Zahl ist, die unteren hingegen,

wenn i eine gerade Zahl ist. Wenn aber n eine ungerade Zahl war, dann muss nicht
nur dieses Gesetz der Vorzeichen verindert werden, sondern es muss auch fiir w der
Winkel genommen werden, dessen Kosinus = —h ist.

PROBLEM 10
§51 Das Integral dieser Differentialformel

xMdx
1 —2hx" + x21
in dem Fall zu finden, in dem nach der Integration x = oo gesetzt wird.

LOSUNG

Das allgemein genommene Integral besteht aus zwei Reihen von Anteilen:
Die eine umfasst logarithmische Glieder, die andere von der Quadratur des
Kreises abhdngende Glieder. Wir wollen annehmen, dass 7 eine gerade Zahl
ist und wir wollen n — m = i setzen und es sei w der Bogen, dessen Kosinus
= h ist. Nachdem nun x = oo gesetzt worden ist, werden die Logarithmen in
log x? = 2log x iibergehen und daher wird die Summe der logarithmischen
Glieder

:tl . . b
‘Lgx (sinlw—i—sinl(zﬂ—Fw) +o +sini(2(n - 1)7T+w)>
nsinw n n n
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sein, die Summe all welcher Sinus

_ cosL(w—m)—cosi((2n— 1)+ w)

2sin 7
gefunden wird; weil aber diese Winkel vom ganzen Umfang 27t einige Male
genommen abweichen, werden deren Kosinus gleich und daher die Summe
aller logarithmischen Terme im Integral = 0 sein. Es werden also nur die von
der Quadratur des Kreises abhdngenden Glieder {iibrig bleiben, welche sich
im Fall x = oo so verhalten werden:

1 aJCOS%w—F(zﬂ'—FW)COS%(ZTC—FCU)—F(4:7T+C())COS%(4:7T+CU)

nnsinw ;
+- 42— 1)7r+w)cosg(2(n — 1)+ w)

Diese Reihe von Kosinus wird nach § 26 summiert werden und nach einem
Vergleich wird
iw 2i7
x=w, Pp=2n, s=—, u=— und p=mn
n n

sein, woher die Summe dieser Kosinus als

—wsin i (w —7) + (w + 2n7) sin L (w + (2n — 1)7)

s 0T
2s1n7

mcos ™ — rrcos L(w+2nm)  mmsini(w — )

2 (sin %)2 a sin %

erhalten werden wird. Das gesuchte Integral ist also

sin L (w — )

nsinw - sin % ’
nachdem aber die Mehrdeutigkeit der Vorzeichen beseitigt worden ist, wird
das Integral der vorgelegten Differentialformel im Fall x = oo dieses sein

- . . / 4
2hx™ 4 x2n nsinw -sin 4¢

/ x"ldx msin L (m — w)
1—

wihrend i = n — m und w = arccos h ist. Q.E.I.

35



KOROLLAR 1

§52 Wenn 2n — m anstelle von m geschrieben wird, dann wird i in sein
Negatives tibergehen, wovon das Integral selbst nicht betroffen ist; es wird

also
XM 1dx 2n m 1dx
/1—2hx”—|—x2" _/1—2hx”—|—x2"

im Fall x = oo sein.

KOROLLAR 2

§53 Wenn m = n wird, dann wird i = 0 sein; weil in diesem Fall diese Sinus
verschwindender Bogen den Bogen selbst gleich sind, wird

n—ldx L T—w
/ 1 —2hx" +x2"  psinw
werden, nachdem x = co gesetzt worden ist; die Giiltigkeit dessen kann leicht
tiberpriift werden.

SCHOLION

§54 Wir haben hier angenommen, dass / eine Zahl kleiner als die Einheit
oder ein ganzer Sinus ist; ansonsten wére kein Bogen w gegeben, dessen
Kosinus = h ist. Ich habe aber diesen Fall vor den iibrigen ausgewahlt, weil
der Nenner 1 — 2hx" + x?" nicht in zwei reelle binomiale Faktoren aufgelost
werden kann. Sooft ndmlich eine Auflosung solcher Art Geltung hat, kann die
Aufgabe leichter vermoge des Vorhergehenden erledigt werden.

PROBLEM 11

§55 Das Integral dieser Differentialformel

xP~tdx
1+ axq
in nur dem Fall zu finden, in welchem nach der Integration x = oo gesetzt wird.
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LOSUNG

_1
Man setze ax? = y7 oder x = a 7y, wonach die vorgelegte Formel in diese

—P
.. . ad yp’ldy
tibergehen wird T

, deren Integral im Fall y = co = —"— ist. Weil
afqsin Vq—n

aber fiir y = oo zugleich x = co wird, wird auch in diesem Fall

xPldy T
14+axd L . p¢
aiqsin b
sein.
QE.L
KOROLLAR 1

§56 Es wird also fiir irgendein Vielfaches

mxP~ldx  mn
1+ax7

P

ro . o
a14gsm —
q q

sein, wenn nach der Integration x = oo gesetzt wird.

KOROLLAR 2

§57 Weil also in gleicher Weise

nxPldx nri
1+bx9

P

Z . pT

q 7
b7qsin 7

ist, wird durch Addieren von zwei Formeln dieser Art

/ (m+n)xP~ldx + (mb+na)xP*-ldx & (m n >

1+ (a+b)x9 + abx® _qsin% 4 b

sein, wenn nach der Integration x = oo gesetzt worden ist.

PROBLEM 12

§58 Wenn nach der Integration x = oo gesetzt wird, den Wert dieses Integrals zu
finden
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xP~ldx
14 2fx1+ gx21°

LOSUNG

Nachdem diese Formel mit dem vorhergehenden Korollar verglichen worden
ist, wird 2f = a + b und g = ab werden, woher 2/ff — ¢ = a — b und daher

0= f /g und b= Vg
ist. Weiter wird aber m +n = 1 und mb+na = 0 oder (m+n)f = (m —

n)\/ff —gund daher m —n = \/J% sein. Es wird also
TR —fVIT8
2Vff-8 2Vff -8
sein. Nachdem also diese Werte gefunden worden sind, wird man das gesuchte
Integral

Sldx o (V)T (=T
1+ 2fx7 + gx2 2qsin% Vif—g

erhalten, wenn nach der Integration x = oo gesetzt wird. Q.E.L

KOROLLAR 1

§59 Wenn also f und g positive reelle Grofien waren und ff > ¢ war, dann
wird das gefundene Integral in reellen Termen ausgedriickt sein. Wenn aber g
eine negative Grofie war, dann wird b negativ sein und in diesem Fall kann
das gefundene Integral nicht Geltung haben. Derselbe Umstand tritt auf, wenn
f eine negative Zahl war, wahrend ff > ¢ war; denn dann werden 4 und
b negative Zahlen werden und deshalb werden die Integrale der einfachen

.
Formeln 3—

1 -1 . . .
a;l;‘ und ﬁib;l;‘ im Fall x = oo nicht dargeboten werden kénnen.

KOROLLAR 2

§60 Wenn aber ¢ > ff ist, dann wird jede der beiden Grofien a und b
imagindr werden; wenn also die imagindren Groflen sich im gefundenen
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Integral nicht aufheben, wird der Wert der vorgelegten Formeln im Fall x = co
nicht dargeboten worden koénnen.

SCHOLION

§61 Wir wollen also festlegen, dass g > ff ist und es sei w der Winkel,
dessen Kosinus = % ist; es wird

”ffx/g_g :sinw-\/j

sein und daher

=
q

‘w
=

)

(f+Vff— 7 (cosw+vV—1- smw)Tpg
und

q-=pr q9-p

-V ff - Tp (cosw—vV—1-sinw) 7 g=.

Aber es ist

(cosw ++v—1- smw)Tp = cos (g qp) ++v—1-sin (g qp)
Aus diesen wird das Integral der vorgelegten Formel

xP~tdx
14 2fx7 4 gx%8

im Fall g > ff, wenn x = oo gesetzt wird,

o (-pw
sin =

_ T . q

p .
% g sin PX sinw
849 7
sein, wiahrend
cosw = f

V8
ist. Wenn wir 71 — w anstelle von w und i anstelle von ¢ — p und n anstelle g

schreiben, stimmt das mit dem fiir denselben Fall in Problem 10 gefundenen
Integral iiberein.
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